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一般曲線座標を用いた堰のまわりの流れの数値解析
薦田　廣章＊・森元　賢哉＊＊
Numerical　Simulation　for　Flows　around　Weir　in　General
　　　　　　　　　　　　　Curvilinear　Coordinates．
by
：Hiroaki　KOMODA＊，　Kenya　MORIMOTO＊＊
　　In　this　study，　we　present　a　numerical　procedure　to　solve　unsteady　incompressible　turbulent　flows　in　ar－
bitrary　shapes．　The　basic　equations　are　continuity　and　two－dimensional　time　dependent　Reynolds　averaged
Navier－stokes　equations　in　general　curvilinear　coordinates．　Moreover，　to　describe　the　turbulent　flows，　we
use　a　standardん一εmodel　which　consists　of　transport　equations　for　the　kinetic　energyんand　its　dissipation
rateε．
　　The　numerical　calculation　results　are　in　fine　agreement　with　the　experiments　in　velocity　and　kinetic
energy　profiles．
1．はじめに
　本報文は様々な形状の流れ場を計算する手法を提示
するものである。基礎方程式は連続方程式と2次元レ
イノルズ方程式である。まず，物理領域を任意の形状
格子網に分割する。その際，水路床の格子間隔を密に
設定することも可能である。まず最初に，基礎方程式
（連続式およびレイノルズ方程式）を一般曲線座標で
表示する必要がある。また同時に，高レイノルズ数の
流れ場の乱流諸量を評価するために標準的な々～εモ
デルを採用する。この乱流モデルは乱流エネルギー々
とその散逸率εについての輸送方程式から構成される。
　計算プログラムは以下の点を考慮して作成した。
①基礎式を一般曲線座標で展開しコントロールボリ
　ューム法を用いている。したがって，任意の形状の
　格子網が計算：可能である。
②移流項の差分化に際し3次精度の上流差分スキー
　ムのQUICKスキームを用いているので，計算中に
　生じる非物理的振動を防ぐことができる。
③自由表面はfree－slipの固定形状と仮定している
　が，運動学的条件，連続条件は満足している。
④高レイノルズ数の乱流場が解析できるように標準
　的な々～εモデルを組み込んでいる。
⑤流速の時間積分において2段階ステップの陰解法
　を適用している。
⑥乱流エネルギー々，エネルギー散逸率εの時間積
　分においても同様の陰解法を適用している。
　さらに，計算結果と実験結果の比較・検討もおこな
った。
2．基礎方程式
2，1　連続方程式およびレイノルズ方程式
　2次元非圧縮性粘性流体の連続式およびレイノルズ
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方程式は直角座標（κ，ツ）においては以下のようにな
る。
潜戸防＝0
笏＋（％％）。＋吻）ッ
　　＝一瓦十［2（1∠1～θ十リォ）％κ］、
　　　　＋［（1〃～6＋り，）（殉＋の］ッ＋＆
笏＋吻）。＋＠）y
　　＝一二＋［（1∠1～6十り，）（毎＋％y）］劣
　　　　＋［2（1／Rθ＋り，）の］y＋8ン
（1）
（2）
　ここに，π，”はそれぞれκ，ッ方向の平均流速成分，
ρは圧力φ＝ρ＋2／3旬，Rθはレイノルズ数，そし
て＆，9yはそれぞれκ，　y方向の重力加速度成分であ
る。また，り，は渦動粘性係数であり，
レ，＝Cμ解ε一1
（3）
とおくことができる。ただし，移流項は保存形式で表
現しており，右下の添字は偏微分記号を示している。
　つぎに，次式の関係を用いて上記の基礎方程式を直
角座標（κ，夕）から一般曲線座標（ξ，η）へ変換を行
う。
ξ＝ξ（％ア）
η＝η（％ア）
｝
変換した結果を以下に示す％
9、＋Eξ＋F，＝［（1〃～θ＋り，）βコξ
　　　　　　＋［（1〃～θ＋り，）8］η＋T
ここに，各ベクトル成分は以下の式で示される。
げ1
ki〕
肘嚥1〕
琳1
（4）
（5）
（6．1）
（6．2）
（6．3）
B＝ノー1
S＝ノー1
　　　　　　　0
（2ξ！＋ξノ）％ξ＋（2ξ∫ηズ＋ξアηア）％η
　　　　　　＋ξア（ξ叢”ξ＋ηx”η）
（ξ舞＋2ξ多）”ξ＋（ξκηκ＋2ξッηッ）”η
　　　　　　＋ξエ（ξン％ξ＋・ηyZ4η）
　　　　　　　0
（2ξκηκ＋ξツηッ）％ξ＋（2η多＋η多）z4η
　　　　　　＋η，（ξ、θξ＋η幽）
（ξκηκ＋2ξアηア）”ξ＋（ηノ＋2η多）oη
　　　　　　→一丁目（ξン％ξ＋ηア％η）
…1
k1〕
（6．4）
（6．5）
（6．6）
　⑥式のしlyおよびノ’は変換後のξ，η座標の流速成
分（黒変流速成分）およびヤコビアソ（Jacobian）で
以下のように表される。
σ＝ξκz6＋ξンzノ
γ篇ημ十ηyθ
ノ＝ξκη藩一ξアηπ
｝
（7）
（8）
2．2　乱流エネルギーた
　　　　　　およびエネルギー散逸率εの輪送方程式
　2次元直角座標（κ，ツ）における々およびεの輸送
方程式を以下に示す。
鳥＋伽）。＋伽）ア
　　＝［（1／Rθ＋レ，／σん）ん。］躍
　　　　＋［（1〃～θ＋り，／σ盈）ん，］，＋り賜一ε
ε蓄＋（ε％）。＋（εo）ッ
　　＝［（1∠Rθ＋レ，／σ、）ε、］κ
　　　　＋［（1∠Rε十リォん、）εッ］ア
　　　　十C1りt（ε魚）五》一C2（ε2魚）
（9）
⑩
　ここに，E》は乱流エネルギー生産項のうちり，を除
いた成分であり，次式で示される。
瑞＝2［ω2＋（％）2］＋（％，＋”。）2 ⑪
（9）～⑪式は一般曲線座標（ξ，η）を用いると以下
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のように変換される。
σ一1飢＋（1－1んのξ＋σ一1んV），
　＝［ノ「一1｛（ξ、～＋ξノ）んξ＋（ξ躍ηκ＋ξッηア）んη｝
　　　　　　×（1〃～θ＋レ∫／σん）］ξ
　＋［ン「一1｛（ξκη餌＋ξッηン）々ξ＋（ηノ＋ηノ）んη｝
　　　　　　×（1〃～6＋リ，／σ々）コ，
　＋∫一1り轟一∫一1ε
σ一1ε），＋（ノー1εのξ＋（1－1εy），
　＝＝［ノ「一1｛ξノ＋ξノ）εξ＋（ξκηκ＋ξアηッ）εη｝
　　　　　　×（1／Rθ＋レノσ、）］ξ
　＋［ノー1｛（ξ∫ηκ＋ξyηッ）εξ＋（η、～＋ηノ）εη｝
　　　　　　×（1∠Rθ＋リ，／σ、）］，
　十1－1C1レ轟ε々一1一！一1C2ε2ん一1
ここに，レtは式（3）で表される。
1ら＝　2［ノ｛（ノー1ξズ％）ξ＋（ノ’一1η♂6）η｝］2
　＋　2　［7【｛（1－1ξア”）ξ＋（1一1ηκ”）η｝］2
　＋［コ「｛（1「一1ξッz6）ξ＋（ノ’一1ηyZ6）η
　　　＋（1－1ξκzノ）ξ＋（1「一1ηズzノ）η］2
働
⑬
㊥
　また，上記のモデルの定数は標準的な以下の値を用
いる。
Cμ　＝0・09
C1＝1．44
C2＝1．92
σ々　＝1．00
σε　＝1．30
j＋1
」
」　　1
⑮
Eヨ…一一・
・……一
m≡］
ii国一…一・ 　　i
@　i…・………｛≡］
△ξ
i　　l　　　　　　　　　i・
　Fig，1　Regular　Grid
i十1
2．3　離散化
　離散化においては，流速％，〃と圧力ρを同一点で定
義するRegular　Gridを用いる。Fig．1に示す節点（●
印）において％，砂およびρを定義し，節点の中間を通
境界面に囲まれたコントロール・ボリュームで各支配
方程式⑤，⑫および⑬を積分する。
2．4　QUICKスキーム
　従来のスキームで用いる2次精度の中央差分による
移流項近似は，3階の打ち切り誤差を含んでおり，高
いレイノルズ数流れにおいて移流項の非物理的振動が
生じる。よって、本研究はQUICK法（Quadratic
Upstream　Interpolation　for　Convective　Kinematics
algorithm）2）3）を用いた。これは，コントロール・
ボリュームの境界面に分離させた移流項を求めるため
に，2次の上流補間（曲率項）を用いる方法である。
この方法によって，コントロール・ボリュームの境界
面での移流項は3階の打ち切り誤差を含み，これを積
分して求める移流項は4階の打ち切り誤差を含むこと
になる。
　前述のQUICK法を一般曲線座標に適用した
GQ（Generalized　QUICK）法4の適用例を以下に示す。
σ一1％のゴ＋1／2，ノ
＝σ一1のガ＋1／2，ノ｛（1／2）（％ゴ＋1，ノ＋吻）
　　　一（δξ2／8）C乙Z1ぞ「協4£＋1／2，ノ
　　　＋（δη・／24）α贋蛎＋1／，，ゴ｝ ⑯
式⑯のCの～y項はノー1σの風向きによって以下の
ように分けられる。
グノ’一1研＋1／2，ゴ＞0：
CORγ城1／2，ノ
　＝（zら＋1，ブー2z転ノ＋％ゴ＿1，ノ）／δξ2
Cω～嚥1／、，ブ
　＝（％肩＋一2％∴ブ＋％尉一1）溶η2
グノー10｝＋112，ゴ＜0：
α贋瞬112，ノ
　＝（％ゴ＋2，ノー2zち＋1，ノ十z転ノ）／δξ2
（17．1）
（17．2）
（17．3）
CORレ協1／2，ノ
　＝（Zfゴ＋1，」＋1－2z晦＋1」一トz4，＋1」＿1）／δη2　　（17．4）
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　ただし，移流項を除くすべての空間微分は2次精度
の中心差分で近似した。
9
9
8
8
1
1
j＋1
j
j　　l
i1　、　i、．1　i．2
　　　　　　i十1／2
　Fig．2　Generalized　QUICK　Scheme
3．時間積分
　非圧縮性Navier－Stokes方程式に関して時間積分を
施した結果を以下に示す。
（Explicit　l　st　step）
等一砕＋3浄ヂト1一静
（lmplicit　l　st　step）
讐『砕＋酬1／・一包
（Pressure　Iteration）
　　　　　．Dπ＋1／2
▽2グ＋1／2＝
　　　　　　△∫
（Implicit　2　nd　step）
三智＋1／2一一▽グ1／・＋劫＋1
Dπ＋1＝0
⑱
⑲
⑫①
⑳
⑳
D＝ノ吻ξ一yξ％，＋κξの，一錫・ξ） ㈲
　従来の2段階スキームでは，最初のステップで
Adam－Bashforthの陽解法を用いている。この方法は，
レイノルズ数が中程度（104～106）の場合は良い結
果が得られているが，高レイノルズ数（106以上）の
場合移流項の変動が激しくなり，計算結果に発散が生
じたり，真の値から外れてしまう。
　そこで，最初にAdam－Bashforth法によって
砕＋1／2を陽的に求め，その後式⑲によって砕＋1／2
を真の値に近づける。その後，⑳および⑳を反復させ
ることにより砕＋1とが刊／2を収束させる。真の値
が求まれば，砕＋1は式㈱を満足する。んおよびεも同
様にImplicit法により処理し，安定化させた。
4．数値計算
4，1　計算領域
，全長130cm，高さ20cmの矩形内部に上辺50cm，底辺
90cm，高さ10cmの台形堰を領域の中央部に設置した水
路を仮想した。物理面は130cm×20cmの領域で，この
領域の左端面（流入面）から平均流速100cm／sで流入
するときの堰のまわりの流れを解析する。計算領域は
Fig．3のような130×40の不等間隔のメッシュで示さ
れる。この図は，κ方向は等間隔であるが，ア方向の
平均間隔はκ方向の1／2である。しかも，水路床近
傍を密に，自由表面近傍を粗に分割した。基礎方程式
は流入部水深L。＝20c皿，平均流入速度切＝100cm／sで
無次元化する。また，動粘性係数り＝0．Olc㎡／sとする。
これらの値を用いてレイノルズ数と無次元化した重力
加速度を求めると式㈲および㈲のようになる。
レイノルズ数＝1～θ＝2刈05
重力加速度：g＝1，96
㈲
鋤
ここに，Hは移流項，1は粘性項で，ξ成分は
興瓢（1L1％のξ＋（1－1〃）η
1≧＝［ノー1｛（2ξノ＋・ξノ）％ξ＋（2ξκηκ一｝一ξッηッ）％η
　　　＋ξッ（ξκzノξ＋η躍砂ξ）｝（1∠1～θ＋り，）］ξ
＋［ノL1｛（2ξπηκ＋ξ夕ηッ）％ξ＋（2ηノ＋ηノ）24η
　　　＋η，（ξ。”ξ＋η。”ξ）｝（1〃～θ＋り，）］，
㈲
㈱
4．2　境界条件
　流速についての境界条件は対数分布則によって流速
分布を求め，この流れが左端面（流入面）から流入す
るものと仮定した。これを無次元化したものを式㈲で
表す。また，対数分布則から摩擦速度を求めた結果
％。＝0．051が得られた。
　　　　　　　　　ツz晦π＝0．1297皿％
　　　　　　　．0．000165
㈲
で表される。また，Dは連旧式であり，次式によって
表される。
　つぎに，乱流エネルギーおよびエネルギー散逸率の
境界条件は，式㈲～㈹に示した禰津らの半理論式を流
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凸面で与えた。
ん＝＝4．78z6＊2θゆ（「2ア）
ε＝9．76z6＊3εゆ（一3ッ）／へσ
り≠＝Cμん2ε一1　（Cμ＝0。09）
㈲
㈹
㈱
　ここで計算領域上面では，∂々／∂ッ＝0，∂ε／∂ッ＝0，
∂リノ∂y＝0とする。また流出面では，∂ん／∂κ＝0，
∂ε／∂κ・＝0，∂レノ∂κ＝0とする。また底壁面では，壁面
近傍子点でん＝％～／0．3，ε＝躍／κ蕩り≠＝C々2「1とした。
ただし，摩擦速度は次式より求める。
％．＝扁＝｛り（∂％／∂ッ），。。｝ 働
4．3計算手順
　計算の手順を以下に簡単に示す。
①メトリック量の計算を行う（瓠ξッ，砺ηアおよび
　諸幾何学量の計算）。
②式⑱により〃＋1／2および””＋112を求める。
③式㈲によりDn＋1／2を求める。
④式㈲Poisson方程式を解く。
⑤②～④を繰り返すことにより収束させる。
⑥式㈲をimplicitに解くことにより，〃＋1およ：び
　が＋1が求められる。
⑦式㈱により⑥の収束判定をおこなう。
⑧同様に，2段階ステヅプの陰解法を用いて々”＋1
　およびε”刊を求める。
⑨⑧の収束判定をおこなう。
⑩サイクルを1つ進め，②に戻す。
4．4　計算例
4、4．1　水平および鉛直方向流速成分
　領域全体における流速分布をFig．4に示すd・その
特徴を以下に簡単に述べる。
①堰の左側斜面では，水粒子が堰の斜面に沿って上
　昇し，左上部角近傍で最大流速となる。
②堰の頂部では，中央に近づくにつれて鉛直方向の
　流速成分は水平方向の流速成分に比べて無視でき，
　ほぼ一様な速度分布となっている。
③中央部を過ぎると底面近傍における水平方向流速
　成分がしだいに大きくなって右上耳茸で最大とな
　る。
④堰の右側斜面では，斜面の近傍で水平および鉛直
　方向流速成分がともに小さくなっている。また，堰
Fig．3　Computational　grid．
…1………………………………………………………露
Fig．4　Velocity　profiles．
Fig．5　Contour　of　turbulent　energy．
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の背後で緩やかな時計回りの渦が見られる。
4．4．2乱流エネルギー
　乱流エネルギーのコンターをFig．5に示す。領域
全体を見ると，堰の各コーナー付近の壁面近傍で大き
いことが分かる。また，堰の最右端の断面において数
値計算値と実験値との比較をおこなった5もその結果
をFig．6に示す。なお，乱流エネルギー々は流入部断
面の断面平均流速砺で，水路床から計測点までの距
離ッは計測断面の水深乃で無次元化した。
5．結　　論
①流速分布図より，堰のまわりの詳細な流れを知る
　ことができる。また堰の背後で渦が観察された。
②乱流エネルギーの分布に関しては，底壁面近傍で
　非常に大きい曲線となる。なお，んの分布について
　は境界条件の与え方に大きく依存している。
③スキームのベクトル化により演算時間の短縮を計
　つた6も
④QUICKスキームで計算を安定化することができ
　た。
⑤時間積分についても陰解法により，比較的大きな
　時間間隔でも計算可能となった。
y　　l
h臼・9
　日，8
　a．7
　日，6
　日．5
　図．4
　0，3
　2．2
　9，1
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